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I.1

LES NOMBRES PREMIERS

1.1. Introduction

e

L’addition et la multiplication conférent a l'ensemble des entiers naturels
{1,2,3, ...} une double structure de semi-groupe abélien. La premiere, associée
a une relation d’ordre total, est engendrée par le seul nombre 1. La seconde,
image de l'ordre partiel de la divisibilité, posséde une infinité de générateurs : les
nombres premiers. Défini depuis I'Antiquité, ce concept-clef n’a pas encore, il s’en
faut de beaucoup, livré tous ses secrets. La situation centrale de la théorie des
nombres premiers en Arithmétique est amplement justifiée par le résultat suivant
dont nous esquissons la démonstration, via le premier théoreme d’Euclide, aux
Exercices 10 a 13.

Théoréeme 1.1 (Théoréme fondamental de I'arithmétique). Chaque entier
naturel > 1 se décompose de maniére unique, a I'ordre des facteurs pres,
sous forme d’un produit de nombres premiers.

Le second théoreme d’Euclide énonce l'infinitude de 'ensemble des nombres
premiers. C’est une conséquence immédiate du théoréme fondamental de P'arith-
métique : si p; = 2,p2 = 3, ..., p, sont les n plus petits nombres premiers alors

Pentier
N=1+ H Dj
1<5<n

n’est divisible par aucun des nombres py, D2, . . ., Pn. Son plus petit facteur premier
est donc un nombre premier > py,.

On désigne habituellement par z (z) le nombre des nombres premiers n’excé-

dant pas z de sorte que, pour tout entier n, on a 7 (p,) = n. Le second théoreme
d’Euclide exprime le fait que

7 (x) — o0 (x — o0).
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Depuis plus de vingt-trois siecles, les mathématiciens s’attachent a préciser quan-
titativement cette relation qualitative. CPest 'un des buts de cet ouvrage que de
décrire les diverses méthodes qu’ils ont inventées et mises en ceuvre pour y par-

venir.
La preuve donnée plus haut du second théoreme d’Euclide est trop simple pour

atre ineffective. On a en effet

D1 S 1+ H b
1<j<n

d’otr 'on déduit par une récurrence immédiate
272»
On obtient ainsi la minoration suivante.

Théoreme 1.2. On a

Démonstration. D’aprés la majoration de pn établie plus haut, on peut écrire

m In(lnz/In2) Inp In, 2
w(z) > mox{m €N+ 2 @}:[ 2 }>1n2’<1 s )

ce qui implique le résultat annoncé. O
La minoration du Théoréme 1.2 est loin d’étre optimale. Aprés avoir été conjec-
turée pendant plus d’'un siecle (notamment par Legendre et Gauss), la formule

asymptotique

w(x) ~ Tr% (x — 00),

a été établie indépendamment en 1896 par Hadamard (1865-1963) et La Vallée-
Poussin (1866-1962). Leurs méthodes reposaient sur des techniques d’analyse
complexe qui seront décrites au tome IL. 11 a fallu attendre 1949 pour qu’appa-
raissent les premiéres démonstrations ¢lémentaires du théoréeme des nombres
premiers, dues a ErdSs et Selbers. Depuis cette date, de nombreuses autres
démonstrations élémentaires ont été publiées. Celle de Daboussi (1984), est
particulierement élégante et repose sur un principe fondamentalement différent
des autres.(V Elle est notamment exposée en détail au chap.4 de Tenenbaum &

Mendes France (2000).

1.2. Les estimations de Tchébychev

(Vest au mathématicien russe Tchébychev que l'on doit les premiers travaux
conséquents sur la fonction 7 (z). En 1852, il démontre le postulat de Bertrand
selon lequel chaque intervalle |n,2n),n > 1, contient au moins un nombre

1 Elle ne fait notamment pas appel a l'identité de Selberg — ¢f. Exercice 75, p. 77 — qui joue un role
essentiel dans la plupart des autres preuves élémentaires.
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premier. Il obtient ce résultat en établissant une forme effective de 'estimation
{a+o)}= <x(@) < {eto}—  (o— o),

avec ¢; = In(21/2 31/3 51/53071/30) % 0,92129, et ¢, = ¢ ¢; &~ 1,10555.
Nous allons montrer par une méthode simple le résultat suivant qui implique
une forme légérement affaiblie du postulat de Bertrand : pour tout ¢ > 0, il existe

un noy = no(e) tel que chaque intervalle |n, (2 + ¢)nl], n > no, contienne au moins
un nombre premier.

Théoreme 1.3. Pourn = 4, on a
n

( 8hony n
i L <
(In2)== < (n) < {1n4+ }

Inn JInn

Démonstration. La majoration est une conséquence facile du résultat classique
suivant.

Théoréme 1.4. Pourn > 1, on a

En effet, admettant pour I'instant ce résultat, on a pour toutt, 1 <t < n,
tn(n)—n(t) < H p < 4n

t<p<n
d’ot1, en prenant les logarithmes,
7 (n) < nln4
= Int
Le résultat annoncé s’obtient en choisissant ¢ = n/(lnn)? — les détails numéri-
ques étant laissés au lecteur. O

Preuve du Théoréme 1.4. On proceéde par récurrence sur entier n, que 'on peut
manifestement supposer > 3. Si n est pair, n n’est pas premier donc

Hp: H p <4 < 4™

PN psn—1

Si n est impair, posons n = 2m + 1. L'argument se fonde sur l'intégralité des

coefficients binomiaux d’ordre n. On a (2";‘n+1) = (2m 4+ 1)!/m!(m + 1)! donc

< H p) 1 <2m + 1) < Lozmtt —ym,
m

m+1<p<2m+1

ot la derniere inégalité provient du fait que le coefficient (2”::1) est égal a (ngll)
et apparait donc 2 fois dans le développement binomial de (1 + 1)+, Par I'hy-

pothese de récurrence appliquée 2 m + 1 < n, on obtient donc

o 1
=117 II p<amtam=a
p<n ps<m+1 m4l<p<2m-+1

ce qui achéve la démonstration.
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La minoration du Théoreme 1.3 sera obtenue par une méthode remarquable-
ace, due a Nair (1982a, b). Elle est fondée sur l'inégalité

z(n) = (Indy)/Inn (n = 2),

ment simple et effic

ot d,, désigne le plus petit multiple commun aux nombres 1,2, ...,n. En effet, si

p*||dn, alors il existe unm < n tel que p¥'|m, doutp” < net

dn = H pv < Hn:n”(n),

p<n, p¥ldn pEn
ce qui équivaut a I'inégalité annoncée. Le résultat souhaité découle alors du théo-

réme suivant.
Théoreme 1.5 (Nair). Pourn > 7, ona d, = 2"

Démonstration. Lidée essentielle introduite par Nair consiste 2 considérer l'inté-

grale

1
I(m,n) = / ™1 - 2)" "dx (1 <m < n).
0

n—m montre que I(m,n) est un

D’une part, le développement binomial de (1 — )
nombre rationnel de dénominateur divisant d,:ona

Imn)= Y. (—1)j<";m>;z—%e£;z

0<j<n—m

D'autre part I(m,n) est « petit». On peut méme calculer facilement sa valeur en
remarquant que I'on a pour tout y, 0<y<l,

Z (n — 1>ym_1l(m,n) = /01(1 — x4 ay)" rdr = ;1; Z Y™

m—1
1<m<n 1<m<n

d'ot
I(m,n) = 1/n<;:11) - 1/m(:1> (1< m<n)

Cela montre que m(")|dn pour 1 <m <n, dou

n<2"> o donsr, o6 (n 1) (2": 1) —@n+1) (2:) | dan i1

n

Comme n et 2n + 1 sont premiers entre €ux, il vient

n(2n + 1) (2:> | dan1,

et finalement, puisque (*") est le plus grand des (2n + 1) coefficients binomiaux
>2n’

apparaissant dans le développement de (1+1

dony1 =nd™  (n=1)
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On en déduit dapi1 = 2:4" = 2271 (n > 2), et dopio = dont1 = 4" (n > 4),
ce qui établit I'inégalité annoncée d,, > 2™ pour tout n > 9. On vérifie sans peine
qu’elle est encore satisfaite pour n = 7 et n = 8 : d7; = 420, dg = 840. O

1.3. Valuation p-adique de n!

Pour chaque nombre premier p, on désigne par valuation p-adique, et 'on
note vy, la fonction arithmétique qui associe a chaque entier n I'exposant de p
dans sa décomposition canonique. Le théoréme simple ci-dessous nous sera utile
dans la suite.

Théoréme 1.6. Pour chaque nombre premier p, on a

vp(nl) = Z In/p"| (n>=1).

k21
Remarque. La somme en k est en réalité finie puisque le terme général est nul dés
que k > (Inn)/Inp.

Démonstration. On a

vp(nl) = Z vp(m) = 1= Z Z 1.

m<n m<n 1<kLop(m) k21 m<n, vp(m)2k

La somme intérieure est égale au nombre d’entiers m < n qui sont divisibles
par p®. Elle vaut donc Ln / ka , ce qui fournit bien 'expression souhaitée. O

Corollaire 1.7. Pour tout nombre premier p, on a

n n n
— 1<y, =+ n = 1)
- p(n!) P ( )

(p—1)

C’est une conséquence immédiate du Théoréme 1.6 et de l'encadrement
z — 1 < |z < =, valable pour tout nombre réel z.

1.4. Le premier théoreme de Mertens

Certaines quantités liées aux nombres premiers n’excédant pas x ont un com-
portement asymptotique plus facilement accessible que la fonction 7 (z). Clest
notamment le cas de 'expression évaluée dans le théoréme suivant.

oreme 1.8 (Premier théoreme de Mertens). Pourx > 2, on a

le terme O(1) figurant dans cette formule varie dans lintervalle

. In4 ~ 1,38629.
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Démonstration. Nous allons évaluer de deux manieres différentes la quantité

In(n!) pour n = [z].
D’une part, nous avons vu au Corollaire 0.5 que

In(n!) =nlnn—n+1+dyInn

avec 0 <9, < 1.

D’autre part, en développant canoniquement n!
miers, soit

en produit de facteurs pre-

Inn! = Z vp(n!) Inp,

pLn

on déduit du Corollaire 1.7 que

lnn‘<nz—~——+ Zp(p 1

PN pEn

Inn! > nz Inp Zlnp.

p<n psn

D’apres le Théoréme 1.4, la dernicre somme en p ne dépasse pas nln4. Ona

done

1
nz PP pln4 <nlan—n+(1+1nn) <nlon

p<n

1
an:—z-ﬁz <lnn+Ind <lnz+1n4

LT <n

Par ailleurs

Inp > Inm
1) < Zmim 1)

pEN
rin2 rin?2

<Z Z m: > = In4,

r2l 2r-l<mg2r r>1

d’ot1 'on déduit que
1
"Z np +nln4>nlnn—n+1

pEN

et finalement

1 1
S22 s lnn 4 == (1+1n4) > Ine — (1 +1nd)

p<zT p

Cela acheve la démonstration.
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1.5. Deux nouvelles formules asymptotiques

Le premier théoreme de Mertens est conceptuellement différent des estima-
tions de Tchébychev. Il fournit un équivalent d’'une somme pondérée portant sur
les nombres premiers. Il est en quelque sorte le prototype d'une classe de résultats
dont le point culminant est le théoréeme des nombres premiers — correspondant
au cas ot le coefficient de pondération est la constante 1.

Nous allons voir que le Théoréeme 1.8 contient d’autres résultats de méme
nature. En particulier, il permet d’évaluer les expressions

Z - et H (1 — 1)
p<z P p

Commengons par mettre en évidence un lien étroit entre ces deux quantités.

2h§§;?$e>lé9 Posons ¢y := Z { In ( - __1 - /p) - %} ~ 0,315 718. Alors on
9
Yoo uHE M

oud = d(x) 6]0,1[.

Démonstration. En utilisant 'expression de ¢y, on obtient la formule annoncée
avec

0 <9 (z) = @-1)2{111(_1_}1_/29)_1}

p>x

1 _ 2(z — 1) x—1) -1
:2<x~1>zzgpk<z % z< S

n{n —1)
p>r k=2 (

ou N est le plus petit entier > z. Cela établit 'estimation requise.

Théoreme 1.10. Il existe une constante c; telle que I'on ait pour x > 2

1 1
Z-—- = lng:v +c1+ O(I———‘)
=p nx

De plus, la constante impliquée par le symbole de Landau peut étre choisie

< 2(1+1n4) <5
Remarque. Le Théoreme 1.12 ci-aprés permet d’obtenir facilement une approxi-
mation numérique de ¢;. Onacy =y — ¢y =~ 0,261497.
Démonstration. D’apres le premier théoréme de Mertens, on a pour ¢ > 2

R(t) = Pt = o(1).

p<t p
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Or,ona
1 /1 Inpy _ [° dt = dR(t)
Z_—/z—lntd{; P }_/2 tlnt+/2# Int

pémp
R(z) R(2-) /x R(t)
- kST V)
Inz In2 i > t(Int)? d

=lnpx—Inp2+

oit nous avons traité 'intégrale impliquant R(t) par sommation d’Abel.

Soit R := sup;>o_ [R(t)] Ona

R(z) _/Oo R(t) atl < 2R - 2(1+1n4)
. t(nt)? S lnz Inx

ame 1.8. On en déduit la formule annoncée avec

> _R()
=—lnp2+1 dt.
1 n22+ 1+ /2 Hint)? _

Inx

grace a la majoration du Théor

Théoreme 1.11. Les constantes ¢o €t €1 ayant les valeurs introduites aux

Théorémes 1.9 et 1.10, on a pour & =2

—(coter)
I0-3-S o))

pPLT

(Vest un corollaire immédiat des Théoremes 1.9 et 1.10.

1.6. La formule de Mertens
Le second théoreme de Mertens, célebre sous le nom de « formule de Mertens »
permet d’expliciter la constante apparaissant au Théoreme 1.11.

Théoreme 1.12 (Formule de Mertens). Avec les notations du §1.5, on a
co+c1 =y, oty désigne la constante d’Euler. Ainsi

MO-H-Dfro@) o2

p<T p
Démonstration. Posons, pour o > 1,

1
(o) = et
nzl

En comparant la somme a une intégrale, on voit facilement que

r(1+0)= i_ Loy (o >0).

De plus, on a
1

1 -1
Zn1+a S H (1"p1+a) <¢(l+o)

n<x pLz
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car le produit sur p est égal a la somme Y ., &,/n' o &, vaut 1 si tous les
=

facteurs premiers de n sont < x et vaut O sinon. En faisant tendre z vers I'infini,
on obtient la célebre formule d’Euler

((1+0)= H (1 - p11+‘7>~1'

p

Maintenant, considérons la fonction

fo)=me(+0) - ¥ o = Y { (i) - o |

p

Comme le terme général est positif et majoré par 1/p(p — 1), la série f(o) est

uniformément convergente pour ¢ > 0; en particulier, sa somme est continue en
0, soit

lim (o) = £(0) = o

o—0

Nous allons transformer les deux termes de la somme f(o). D’une part,

n¢(1+0) = {1/ + O} =In(1/s) + O(c) = In (7= ) + O(o)

1—e°

= Ze_"”n_l + O(o) = /000 e " dH(t) + O(o)

nzl

oll nous avons posé

H(t) :=

1<n

3=

N

t

Une intégration par parties dans l'intégrale de Stieltjes implique donc
o0
In¢(l1+o0) =0 / e tH(t)dt + O(o).
1

D’autre part, notant P(u) := Zpgu 1/p, on peut écrire

1 % dP(u) % P(u) X etpt
Zp1+”:/1 :0/1 u1+adu-—-a/0 e 7" P(e") dt

ue
P

On obtient donc ainsi

flo) =0 / e (H(t) - P(e})) dt + Ofo)
0
Or, nous avons vu au Théoréme 0.8 que I'on a

H(t)y=Int+y +0(1/t)  (t=1),

et il découle du Théoreme 1.10 que

P(e') =Int +c; + O(1/t) (t > 1)
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11 suit, pour 0 <o < 'z

f(o) :a/()oo {y ~cl+0<til)}e_”tdt+0(o‘)

o o Lodt N
=1y cl+0<a+a/0 e ————t+1>—-y 01+O(01n(1/a))

ce qui achéve la démonstration.

et finalement ¢o = f(0) =y — ¢

1.7. Un autre théoreme de Tchébychev

Tchébychev a montré que si Pon a n(x) ~ cx/Inz, alors la constante ¢ est

nécessairement égale a 1.

Théoreme 1.13. Ona

o) < 1 < limsup :cj;(li)m

o0 T/ INT OO

Démonstration. Les deux inégalités se traitant de maniére analogue, bornons nous

3 établir celle de gauche. Soit

¢:= 1l:cn—1»1c>%f :c/(l h

Pour chaque ¢ > 0, il existe un xo = Zo (¢) > 2 tel que I'on ait

R = S GOl

Cela implique pour T > Zo

Z /dn(t) n(x) _%0_)4_/;,1@){2&

p<:v

¢odt

tl ; (5—8)11121?-\—08(1)

—1+(£—8)

Par le Théoreme 1.10, il s’ensuit que ¢ — ¢ < 1etdonc /< 1 puisque ¢ peut étre
O

choisi arbitrairement petit.



